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摘 要 : 信息 传播 算法 求解 可 满足 性 问题 时 非常 有 效 ， 警 示 传 播 〈warning propagation，WP) 算法 是 最 为 基础 的 信 
息 传 播 算法 。 通 过 对 WP 算法 的 数学 原理 分 析 ， 高 概率 确定 的 部 分 变 元 与 公式 的 骨干 集合 后 门 集 有 密切 关系 。 针 对 

WP 工法 履约 研究 基于 骨干 集 和 后 门 集 定义 WP- 可 解 公式 ， 利 用 在 G(n, 3， es WP 

算法 的 收 系 性 ,给 出 算法 收敛 的 充 要 条 件 。 最 后 , 通过 在 植 入 指派 的 公式 产生 模型 上 进行 数值 实验 验证 , 结果 表明 : 

如 果 一 个 可 满足 性 公 入 式 WP- 可 解 公式 ， 当 且 仅 当 WP 算法 高 概率 收敛 。 

关键 词 : 警示 传播 算法 ; 骨干 集 ; 后 门 集 ; WP- 可 解 公式 ; 实例 产生 模型 
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Effective conditions for warning propagation algorithm convergence on WP solvable formula 


Cui Li, Wang Xiaofeng, Niu Jin 
(School of Computer Science & Engineering, North Minzu University, Yinchuan 750021, China) 


Abstract: It is very effective when the message passing algorithm solves the satisfiability problem, while the most basic 
message passing algorithm is the warning propagation (WP) algorithm. Through the analysis of the mathematical principle 
of WP algorithm, it could be found that the partial variables determined by high probability are closely related to the 
backbone set and backdoor set of the formula. For the study of the convergence of WP-solvable formula and WP algorithm, 
WP-solvable formula was defined based on backbone set and backdoor set, and by using the G(n, 3, m) model and the 
planted distribution model to prove the convergence of the WP algorithm, the necessary and sufficient conditions for the 
convergence of the algorithm are given. Finally, by carrying out the numerical experiments on the model of the planted 
distribution formula, The results show that if a satisfiability formula WP-solvable formula, if and only if the WP algorithm 
has a high probability of convergence. 

Key words: warning propagation algorithm; backbone; backdoor; WP-solvable formula; instance generation mode 


| 言 度 较 大 。 尽 管 人 们 不 知道 ws 的 确切 值 ， 但 研究 表明 ，o 至 少 
引 写 为 3.52 外 ， 至 多 为 4.4898LI0。 在 该 模型 中 通过 控制 参数 “来 
问题 (constraint satifiability problem, CSP) 构造 实例 ， 大 量 的 实验 研究 表明 ， 当 & 的 值 大 约 在 4.27 附近 
GG 是 人 工 智 能 中 一 个 重要 的 研究 领域 ("3]， 5SAT (satisfiability) 问 时 ， 产 生 的 实例 求解 难度 最 大 。Xu 等 人 0 分 别 在 B 模型 
《 题 是 3 ， CSP 问题 1。 s47 问题 的 NP -完全 性 表明 ， 不 存 和 DD 模型 的 基础 上 提出 了 具有 精确 相 变 点 的 RB 模型 和 RD 
r= 在 多 项 式 时 间 算 法 求解 该 问题 。 然 而 现实 世界 中 很 多 复杂 问 模型 ， 解 决 了 经 典 CSP 实例 产生 模型 的 平凡 无 解 性 问题 ， 被 
题 通过 编码 都 可 以 转换 为 S47 问题 , 如 机 器 人 路 径 规 划 问 题 、 广泛 用 于 构造 CSP 问题 和 S47 问题 的 难 解 实例 。 
智能 系统 知识 推理 、 0 尽管 547T 问题 是 男 一 方面 ,设计 更 加 有 效 的 求解 547 问题 的 判定 算法 (31。 


OO 


NP - 难 的 ， 随 着 研究 的 不 断 深入 以 及 硬件 的 发 展 ，547 问题 大 多 数 S47 问题 求解 算法 利用 了 隐藏 在 实例 内 部 的 某 种 特殊 
求解 器 越 来 越 智 能 ， 使 得 难 解 区 域 变 窗 ， 甚 至 能 够 在 多 项 式 结构 ， 较 大 程度 地 提高 了 算法 的 搜索 能 力 ， 而 骨干 集 和 后 门 
时 间 内 求解 变相 点 附近 的 难 解 实例 ,梳理 这 几 年 的 研究 成 果 ， 集 是 547 实例 中 最 为 重要 的 结构 ， 在 算法 求解 过 程 中 起 关键 
S47 问题 研究 主要 集中 在 两 个 方面 ， 一 方面 ， 通 过 构造 实例 性 作用 。Monasson 和 Silliams 等 人 在 研究 可 满足 性 问题 的 相 


} 
产生 模型 ， 分 析 该 问题 的 相 变现 象 。 最 具有 代表 性 的 是 随机 ”变现 象 和 复杂 度 时 ， 首 次 提出 了 骨干 集 和 后 门 集 的 概念 19。 
3-S47 实例 产生 模型 G(n,3,m) ， 该 模型 中 子 句 与 变 元 的 比值 。” 上 骨干 集 和 后 门 集 都 与 问题 的 难度 相关 ， 肯 干 集 越 大 ， 问 题 的 
Qa=m/n 是 一 个 重要 的 参数 ， 它 不 仅仅 影响 实例 的 可 满足 性 ， ”难度 越 大 ; 同样 , 后 门 集 越 大 , 问题 的 难度 越 大 05。 事 实 上 ， 
而 且 影响 实例 的 判定 难度 四。 随机 统计 现象 表明 ， 对 于 随机 ”对 于 一 些 结构 化 的 实例 ， 骨 干 集 和 后 门 集 有 一 定 联系 5 9， 
3-S47 实例 产生 模型 G(n,3,m) ， 存 在 可 满足 的 相 变 点 we 。 当 网 实 世界 中 许多 具有 结构 化 的 S47 问题 都 有 较 小 的 骨干 集 和 
Qa<%m 时 ， 实 例 高 概率 可 满足 ， 当 a>% 时 ， 实 例 高 概率 的 不 后 门 集 ， 一 些 著名 的 搜索 算法 利用 了 这 种 结构 特征 ， 求 解 这 
可 满足 加。 把 满足 与 不 可 满足 之 间 出 现 的 这 种 临界 现象 称 为 ”” 些 实际 问题 往往 比 求解 随机 3-S47 更 为 有 效 [。 
相 变 现象 。 ww 称 为 相 变 点 ， 在 相 变 点 附近 区 域 的 实例 求解 难 在 547 问题 判定 算法 的 研究 中 ， 人 们 发 现实 例 的 隐藏 结 
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录用 定稿 稚 立 ， 等: WP 可 解 公 式 上 警示 传播 算法 收敛 的 有 效 条 件 第 37 卷 第 5 期 
构 对 算法 的 性 能 有 影响 ， 最 为 重要 的 隐藏 结构 主要 有 骨干 集 果 存 在 对 5 上 变 元 的 一 个 赋值 = ， 公 式 F 在 赋值 7 下 简化 为 
和 后 门 集 。 上 骨干 集 是 文字 的 集合 ， 指 对 于 一 个 可 满足 命题 公 一 个 易 解 公 式 。 一 个 变 元 子 集 5cvar(7) 称 为 强 后 门 集 ， 如 果 
式 的 每 一 个 真 值 指派 使 得 骨干 集中 的 文字 均 为 真 ， 后 门 集 是 对 于 5 上 变 元 的 任意 一 个 赋值 7, ， 公 式 F 在 赋值 7 下 化 简 为 
变 元 的 集合 ， 指 对 后 门 集中 的 变 元 赋值 后 将 相应 的 命题 公式 一 个 容易 可 解 公式 。 
化 简 为 易 解 公式 , 即 多 项 时 间 可 解 公 式 (如 HORN 、2-SAT 公 警示 传播 (warning propagation，WP) 算法 中 的 信息 取 
式 等 ) 。 骨 干 集 的 大 小 与 问题 的 难度 有 关 ， 直 观 上 骨干 集 越 值 为 1 或 0。 子 句 节点 < 传递 给 变 元 节点 的 值 为 1 隐 示 ， 子 
大 ，S47 问题 求解 难度 越 大 ， 原 因 在 于 骨干 集 增 大 ， 解 被 聚 句 c 中 除 变 元 i 外 的 所 有 变 元 均 以 概率 为 1“ 力 迫 ” 一 个 事实 : 
类 的 可 能 性 增 大 ， 可 灵活 赋值 的 变 元 相对 减少 ， 公 式 被 容易 子 句 c 的 可 满足 性 完全 依赖 于 变 元 i 的 取 值 。 换 句 话 说 , 变 元 
错误 赋值 的 概率 增 大 ， 增 加 了 局 部 搜索 算法 的 求解 难度 ， 这 i 的 取 值 被 固定 (冻结) ,已 经 知道 : 对 于 JW 算法， 因子 图 为 
也 解释 了 在 可 满足 相 变 点 附近 公式 的 求解 难度 较 大 。 类 似 地 ， 树 结构 的 公式 《简称 树 公式 ) 容易 求解 。 根 据 信息 传播 算法 
从 后 门 集 的 定义 可 以 看 出 ， 后 门 集 越 大 ， 问 题 判 定 的 难度 越 这 样 的 机 理 ， 公 式 的 骨干 集 与 公式 关于 易 可 解 类 的 后 门 集 密 
大 。 后 门 集 与 求解 算法 有 关 ， 不 同 的 求解 算法 可 能 有 不 同 的 切 相 关 。 
后 门 集 ， 而 骨干 集 与 问题 本 身 有 关 ， 每 个 SA7 实例 有 唯一 的 由 上 骨干 集 的 定义 可 知 ，|5S| 越 大 ， 公 式 化 简 到 易 可 解 类 的 
骨干 集 。 根 据 定义 不 难看 出 ， 骨 和 干 集 与 后 门 集 之 间 没 有 必然 可 能 性 就 越 大 ; 反之 ，|5S| 越 小 ，WP 算法 中 每 一 轮 更 新 化 简 
的 联系 ， 后 门 集 与 骨干 集 的 重 又 部 分 很 小 。 公式 的 效果 就 越 差 。 本 文 相 信 : 在 WP 算法 下 仍然 难 解 的 公 
20 世纪 80 年 代 ， 物 理学 家 提出 了 一 种 基于 消息 传递 的 式 与 其 骨干 集 和 后 门 集 的 大 小 和 分 布 密切 相关 ， 这 就 隐约 告 
这 息 传播 算法 ， 数 值 实验 证 明 该 算法 求解 组 合 优化 问题 时 非 诉 人 们 : WwP 算 法 冻结 的 变 元 与 骨干 集 和 后 门 集中 的 变 元 有 
常 有 效 PU， 被 广泛 应 用 于 人 工 智 能 和 工程 技术 等 各 个 领域 。 关系 。 基 于 此 ， 本 文 引入 WP 一 可 解 的 概念 。 
在 文献 [22] 中 设计 了 三 种 求解 随机 3-S47 问题 的 信息 传播 算 1.1 WP- 可 解 公 式 
法 ， 分 别 为 警示 传播 (warning propagation，WP) 算法 、 信 一 个 CNF 公式 下 成 为 JP -可 解 公 式 ， 如 果 存 在 变 元 集 
念 传 播 (belief propagation，BP ) 算法 、 调 查 传播 (survey X=Gp…) 的 子 集 51,5,,…,5 满足 如 下 条 件 : 


propagation,SP) 算法 ， 其 中 WP 算法 能 够 求 


数 


中 
统 
要 
江 
化 
用 


解 子 句 数 与 变 元 
的 比值 a<3.5 的 随机 实例 。 

但 是 当 a>3.5 时 ，WP 算 法 常 表现 为 不 收敛 ， 在 实验 数据 
会 发 现 这 种 现象 ， 却 对 于 这 种 不 收敛 现象 ， 缺 少 一 定 的 系 
理论 解释 。 所 以 ， 对 于 研究 信息 传播 算法 的 收敛 性 具有 重 
意义 。 信 息 传播 算法 的 特征 在 于 基于 消息 传播 可 以 将 一 个 
足 指派 的 部 分 变 元 取 值 以 高 概率 确定 ， 从 而 可 以 将 公式 简 
。 经 过 多 次 操作 ， 如 果 能 够 将 公式 化 简 为 易 解 公式 ， 则 调 
某 个 求解 547 问题 的 算法 对 公式 进行 求解 ,特别 是 基于 WP 


固 
的 
定 
行 
个 


1 


Var( 了 = 人 4,…,%}， 一 个 变 元 子 集 Sc var(7) 称 为 F 的 骨干 变 坟 


使 


法 “冻结 ”的 部 分 变 元 ， 这 些 变 元 以 概率 为 1 力 迫 取 某 个 


定 值 ,也 就 是 说 某 些 子 句 的 可 满足 性 完全 由 这 些 被 冻结 ” 


a) S) 直人 = 的 骨 


集 ， 且 对 应 于 一 个 % 上 的 文字 集合 


Lit(5) 规定 的 部 分 赋值 7,， 在 此 赋值 下 得 到 l= ，; 
b) 对 2<kz<m，5; 是 五 ,的 骨 于 集 ， 且 对 应 于 一 个 % 上 


的 文字 集合 As 规定 的 部 分 赋值 x% ， 


Fa | 三 及 ; 


c) 五 是 一 个 易 解 公 式 。 


显然 ， 树 公式 是 WP- 可 解 公 式 。 


3CNF 公式 是 子 句 C,C，. 


在 此 赋值 下 得 到 


三 个 文字 析 取 的 结果 ， 每 个 文字 都 是 


变 元 取 值 决定 。 本 文 的 主要 工作 是 ， 由 骨干 集 和 后 门 集 的 
义 ， 提出 了 WP- 可 解 公 式 的 定义 。 通 过 对 该 公式 的 结构 进 
分 析 , 给 出 了 基于 WP- 可 解 公式 上 警示 传播 算法 收敛 的 一 
效 条 件 。 

命题 公式 的 特殊 变 元 集 


骨干 (backbone ) : 设 下 为 一 个 CNF 公式 ， 其 变 元 自 


的 


定 , 一 个 文字 对 应 变量 或 对 应 变量 的 否定 


…C, 合 取 结果 ， 其 中 每 个 子 句 是 
个 变量 或 者 变量 的 否 


mi。 如 果 对 变量 


进行 布尔 赋值 ， 则 3CNF 是 可 满足 的 ， 
个 计算 结果 为 true 的 文字 。3s47 是 所 有 了 满足 3CVF 公式 的 


语言 。 


1.2 植 入 指派 (planted dis 


tribution) 


近年 来 ， 


随机 结构 的 算法 理论 


每 个 子 句 至 少 包含 一 


直 是 广泛 研究 的 焦点 。 


众所周知 ，3S47 在 子 句 与 变量 的 比率 方面 有 


个 明显 令 人 江 


CC 


， 简 称 忆 的 骨干 (backbone)。 如 果 FFA^Lz(C) ， 即 任意 一 个 
F 为 真 的 赋值 r+， 都 使 得 Cr(S) 中 的 文字 为 真 。 换 言 之, 每 
个 使 F 为 真 的 真 值 指派 z ,在 变 元 集 5 上 的 赋值 是 固定 的 。 


5 内 的 每 个 变 元 取 正 (或 负 ) 文字 


中 Litx(5)={ZLs} 为 


~ 


得 


var(F)= {x,.. 


项 


到 ， 文 字 合 取 Lit(S)= (LA 和.…. 人 Dg) 。 
后 门 集 (backdoor ) : 设 F 为 一 个 CNF 其 变 元 自 
羽 } ，C 是 一 个 易 解 类 ， 即 可 满足 性 判定 问题 在 
式 时 间 内 可 解 。 
一 个 变 元 子 集 SSvaz) 称 为 C- 弱 后 门 集 (weak 


uy 


Ry 


backdoor) ， 如 果 存 在 对 5 上 变 元 的 任意 一 个 赋值 5, 下 简化 


为 


C 类 中 的 一 个 公式 。 
一 个 变 元 子 集 5cvar(F) 称 为 c- 强 后 门 集 


( strong 


backdoor) ， 如 果 对 于 5 上 变 元 的 一 个 赋值 7, 公式 在 赋值 7 


下 


简化 为 C 类 中 的 一 个 公式 。 
一 般 地 ， 变 元 子 集 Sc var(F) 称 为 F 的 一 个 弱 后 门 全 


如 


7 


意 的 闵 值 。 即 随机 3CNF 的 子 句 与 变量 的 比率 低 于 阐 值 的 时 ， 
这 时 候 是 高 概率 (with high probability，whp ) 满足 ， 当 子 句 
与 变量 的 比率 高 于 阐 值 时 ， 这 时 候 是 高 概率 不 满足 。 这 个 阐 
甚至 都 不 知道 这 个 闪 值 是 上 是 
己 知 的 最 佳 界限 至 少 是 3.42， 最 多 是 4.5。 在 这 样 的 比 
例 ， 大 多 数 的 公式 都 不 能 满足 ， 分 析 随 机 可 满足 实例 的 分 布 
因此 本 文 关注 3-s47 植 入 分 布 ， 


值 并 不 是 已 知 的 ， 
目前 


似乎 很 困难 。 


个 党 
入 


量 ,， 但 


上 ph 表示 31。 


该 分 布 中 的 随机 3CNF 是 通过 对 变量 选择 赋值 ,然后 包 


体 地 讲 ， 


是 可 满足 的 。 


的 所 有 子 名 生成。 每 个 子 名 


括 9 满足 的 子 句 以 概率 p= p00 来 获得 , 从 


i 保证 得 到 的 实例 


随机 选择 一 个 赋值 x 均匀 地 分 布 
在 {0,1 的 2 元 素 中 ， 然 后 独立 选择 x 满足 的 (2-D0) 子 句 中 


以 均匀 随机 顺序 的 上 文字 给 出 。 


(nn 是 变量 的 个 数 ，k 是 每 个 子 句 中 包含 变 


在 BY" 


中 植 入 的 实例 是 随机 选择 个 变量 的 真 值 赋值 生 


成 的 ，? 满足 的 每 个 子 句 都 


包含 在 概率 PH。 
本 文 要 考虑 p>4d1mw ,其 中 4d 是 足够 大 的 常数 ?4 河 。 本 文 着 重 
研究 随机 3CNF 问题 ， 在 植 入 分 布 


量 的 个 数 ) 。 


由 
人 


在 这 个 工作 中 


的 随机 3CVF 公式 ， 以 高 概 
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录用 定稿 崔 立 ， 等 : WP 可 解 公 


率 7 满足 每 个 子 句 ， 从 而 保证 得 到 的 实例 F 是 可 满足 的 。 由 
植 入 分 布 的 定义 可 以 知道 ， 当 概率 ? 足够 大 时 ， p22" 产生 的 
实例 F 高 概率 的 只 有 一 个 可 满足 解 。 

2 WP 算法 


2.1 因子 图 
设 下 ={CC 


,Cn 为 一 个 CNF 公式 ， 含有 7 个 变 元 
zn.h ， 用 i 代表 变 元 %*。 公 式 F 可 以 用 一 个 二 分 图 
G={CUX,E} 表示 , 称 为 因子 图 ,其 中 , 变 元 节点 集 X={1,2,.…,n}， 
子 句 节点 集 为 C={C,G,…C,}。 图 G 中 的 边 分 为 两 类 : 实 边 
和 虚 边 29。 

实 边 : 

虚 边 : 


(GCG, 站 eE 心 子 句 
(G,j 站 eE 心 子 句 


C 售 正 文字 尺 ; 
Ci 含 负 文 字 Ja 


一 个 S47 问题 可 以 转换 为 因子 图 来 表示 ， 如 图 1 所 示 。 
每 个 YX 变量 与 图 中 的 顶点 相关 ， 被 称 为 变量 节点 《在 图 中 用 
圈 表 示 ) ， 每 个 M 子 句 都 与 图 中 的 另 一 种 顶点 相关 联 ， 被 称 
为 功能 节点 (在 图 中 用 方 框 表示 )。 当 变量 % 出 现在 了 名 4 中 
时 ， 功 能 节点 4 通过 一 条 边 与 变量 节点 连接 ， 当 子 句 中 出 现 
的 变量 为 时，a 与 i 之 间 用 实 线 ( Jf=-1) ; 当 子 句 中 出 现 
的 变量 为 时，a 与 i 之 间 用 虚线 ( Jf=1) 。 点 构成 
的 集合 X (|X|=N ) ， 功 能 节点 的 集合 4 〔|4l=M 

Se 人 
2 re i 2 
Se, ” 
/ 7 2 
图 1 因子 图 
Fig.1 Factor diagram 
一 个 因子 图 里 面 有 六 个 变量 节点 i=4.…6 ,六 个 功能 节点 
ab,c,d,e,f ， 则 这 个 公式 可 以 写 为 
F=(H VN Vb V XA VY Xs) 人 
(VX VA) NV XV Xe) N(xe) 
2.2 WP 算法 
一 个 CSP 问题 是 一 个 三 元 组 (X,D,C) ， 其 中 : 表示 变量 的 
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公式 上 警示 传播 算法 收敛 的 有 效 条 件 


定义 WP 算法 中 的 消息 传递 4 


第 


〈 常 称 为 警示 信息 ) 。 
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Uasyi 表 


示 子 句 4 的 可 满足 性 对 变 元 的 取 值 倾向 。wP 算法 的 消息 更 


新 迭代 方程 如 下 : 
u(t)= [I -| 


JEV(aN 


其 中 : 1 表示 迭代 次 数 ; 


beV(jNa 


> Wusslt 2) 


(1) 


9(x) 是 截 尾 函 数 ， 如 果 x<0 ， 则 


9(x)=0 ， 否 则 9(x)=1。 
当 WP 算法 收敛 时 ， 根 据 警 示 信 息 固 


l 


Hi=- 2 J Pup 
beV()) 
如 果 也 >0， 则 * =1; 如 果 ;<0， 
不 赋值 。 一 般 地 将 式 〈1) 改写 为 
“0=- on 
JeV(aN beV*(jN\a 


ha = > us,» (1—1)— > 


若 a 中 仪 包含 变 元 *， 则 
定 变 元 的 赋值 。 


y 
Uayi =1 o 


则 =0 


Up yj (t -1) 


beV+( ja beV-(jNa 
称 为 腔 域 。 若 变 元 三 仅 出 现在 a 中 ， 则 置 %=0。 

求解 CNF 公式 F 的 WP (warning propagation) 算法 如 下 : 
Warning propagation (CNF formula F) 


构造 相应 的 因子 图 G(F) ; 


CO) 


; 否则 半 暂 且 


> wD A Up sj co (3) 


(4) 


给 因子 图 上 的 所 有 消息 边 w(t=0) 随机 赋值 0 或 1; 
设置 最 大 和 迭代 步 me 强 


重复 如 下 过 程 , 直到 算法 收敛 (可 
迫 算法 结束 〉: 

对 G(F) 中 的 边 随机 排列 ; 

根据 随机 边 序列 ， 利 用 (1) 式 更 
根据 8; ， 计 算 部 分 指派 Y ， 
返回 Y 。 


3 ”WP 算法 收敛 的 条 件 


由 于 3-S47 问题 是 NP 难 问 题 ， 


位 息 


在 PzNP 条 


新 消息 »; 


对 公式 进行 简化 ; 


牛 下 ,不 存在 


多 项 式 时 间 算 法 求解 该 问题 PS 。 


吾 必 、 


传播 算 法 是 | 


前 求解 


3-S47 问题 最 为 有 效 的 办 法 ， 然 而 对 于 相 变 点 附近 的 3-sS47 


实例 ， 该 算法 
播 算法 的 收 和 敛 性 理论 丰 
每 一 个 使 F 为 真 的 真 值 


指派 ， 


为 真 ， 后门 集 的 集合 之 中 ， 


J 


集合 ， 记 为 X={n,.…}; 
合 , 记 为 D={Di,…D,}; C 


D 是 关于 变量 5…x 的 取 值 域 的 集 
是 约束 的 集合 , 每 一 个 约束 c=(o,p) 。 


其 中 : 约束 范围 = 是 变量 的 列表 ， 约 束 关系 2 是 关于 中 变 
量 取 值 域 的 笛 卡 尔 积 的 子 集 。 可 满足 性 问题 判定 (SAT) 是 
型 的 CsP 问题， 即 给 定 一 个 


合 取 范式 (conjunctive normal 
是否 存 在 


form,CNF ) F , SAT 判定 问题 
真 271。 

V(a) : 表示 出 现在 子 句 4 中 的 变 元 身 
V(q)=V*(a)UV-(a) 。 其 中 ,，V*(a): 表示 出 现在 子 句 a 中 的 
文字 对 应 的 变 元 标志 集合 。 

(ao) :表示 出 现在 子 句 < 中 的 负 文 字 对 应 的 变 元 标志 集 


人 
日 o 


组 指派 使 得 F 为 


nt 
1 


| 


V(a)\i:=V(a)-—{@。 
V( 四 :表示 含 变 元 5 中 的 子 句 集合 ,V7)=V*(DUV-(D)。 
其 中 : V1 (四 :表示 变 元 忆 正 出 现 的 子 句 集合 。 
V-() :表示 变 元 坟 负 出 现 的 子 句 集合 。V( 站 a=V(j)-{a} 。 
史 是 一 个 标志 参数 ， 若 去 出 现在 子 名 < 中 ， 则 7 =- 


若 局 出 现在 子 多 “中 , 则 7? =1 。 在 因子 图 的 每 条 边 (4,i) 上， 


对 此 在 骨干 集 与 后 门 集 之 间 存 下 如 
若 5 表示 骨干 子 集 的 集合 ; 
么 骨干 集 的 集合 
况 : 


究 较 少 ， 研 究 也 变 得 非常 困 
在 变 元 集 5 上 的 赋值 是 
固定 的 ,在 骨干 集 的 集合 之 中 每 一 个 变量 都 可 以 使 得 公式 
对 公式 F 赋值 之 后 ， 都 可 以 使 得 
公式 F 得 到 不 同 程度 上 的 化 简 ， 最 后 化 简 为 一 个 易 解 公式 。 
下 的 关系 ， 久 
?表示 后 门 子 集 的 集合 ， 那 
3 与 后 门 集 的 集合 5, 之 间 存 在 以 下 四 种 情 


不 总 有 效 ， 常 表现 为 不 收敛 。 但 目前 


对 信息 传 


SO 
TD TD 


We 


ee 


难 。 


[图 2 所 示 : 


Fig.2 Relationship between backbone set and backdoor set 


图 2 中 ; 


中 表示 骨干 集 与 后 门 集 没 有 任何 交集 ; 


骨干 集 与 后 门 集 的 部 分 集合 
加 表示 在 骨干 集 的 集合 


是 相同 的 ， 


中 包含 着 后 门 集 的 集合 ， 


公共 部 分 为 %ns ; 
即 El， 


pa 


包 表 示 


公共 部 分 为 后 门 集 3 ;外 表示 在 后 


门 集 的 集合 中 包含 着 骨干 


集 的 集合 ， 即 % ss ， 公共 部 分 为 骨 


集 % ， 称 公 


变 元 为 核 变 元 ， 被 该 变 元 满足 的 子 句 称 


为 支持 子 句 。 


部 分 的 
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根据 WP -可 解 公式 的 概念 可 
种 情况 的 类 型 。wP 算法 
该 赋值 是 高 概率 ， 使 得 WP -可 解 公式 可 满足 ， 从 而 进 


文 敛 的 日 


以 得 出 : 只 而 
对 候 , 得 到 部 分 变 元 的 赋值 ， 


究 图 中 全 这 一 


步 说 


明 ， 该 变 元 赋值 的 改变 使 得 在 植 入 分 布 p22” 模型 下 产生 实例 


F 是 高 概率 不 可 满足 ， 这 就 告诉 本 文 : 


定 的 变 元 高 概率 的 是 骨 


为 了 证 明定 


仅 当 WP 算法 高 概率 收敛 。 
理 1, 现 本 文 需要 证 明 如 下 
车 WP 算 法 收敛 ， 则 合 取 范 式 


中 


证 明 基于 图 


问题 (sa7 ) ， 


必 ={ti (quD)eE} 启发 式 定 义 每 
行 化 简 。 如 此 重复 ， 寻 找到 公式 的 满足 性 指派 集合 。 根 据 骨 


图 情况 下 对 此 定理 进行 
网 如 3-S47 ，k-SA7T 等 问题 都 是 属于 NP 难 
问题 ， 则 产生 的 3-CNF 公式 F 是 在 多 项 式 时 间 内 无 法 求解 

如 果 WP 算法 收 伍 ,得 到 不 动 点 w={wy:(a,i) eB}。 利 用 


变 元 。 因 此 ， 本 文 有 如 下 定理 : 


WP 算法 收敛 后 确 


CNF ) 公式 F 为 WP- 可 解 公 式 ， 当 


(CCMF ) 


两 个 定理 : 定理 2 
公式 F 为 WP- 可 


理 P9]: 


设 F 为 一 个 可 满足 的 合 取 范 式 〈CMF ) 公式 ， 其 
腿 设 WP 算法 关于 输入 F 收敛 ， 则 变 元 


为 Var(F)={%,%,.. 
集 {x y=b(ai 
u ={w :ai) ep} 

假定 一 个 可 


公式 F 在 WP 算法 


本 文 可 以 得 到 一 
全 依赖 于 变 元 二 


a 
)sE} 是 D(F) 的 一 个 
是 WP 算法 得 到 的 不 动 点 。 


满足 怕 


个 结果 : 


Ud) = (2) = 


uci(n)=1 


收敛 ， 


即 F 是 


+ mw 
(二 wo ]( wo =0。 


当 csVO) 有 wi,=1 时 
数 v: var(f) 王 {0,1} ， 对 于 从 


v(%)=1。 同 理 ， 


可 满足 ， 对 于 所 有 


-二 来 
右 Wy =1， 


个 变量 的 取 值 ， 


究 分 析 。 可 满足 性 


等 : WP 可 解 公式 上 警示 传播 算法 收敛 的 有 效 条 件 


ChinaXiv 合 作 期 刊 
第 37 卷 第 5 期 


当 有 <0 时 ， 令 罗 =0， 
B=BU{i}; 
对 图 进行 清洗 ，《〈 即 ， 对 公式 进行 简化 ) 
Endwhile 
Endwhile 

End 

WP 算法 是 通过 这 些 赋值 对 公式 F 进行 化 简 ， 化 简 后 的 
子 公 式 上 继续 使 用 WP 算法， 通过 多 次 迭代 化 简 可 以 将 一 个 
公式 F 化 简 为 易 解 公式 ， 调 用 其 他 算法 对 该 易 解 公式 求解 。 
如 果 WP 算法 收敛 ， 可 以 得 到 警示 信息 的 不 动 点 
ww={ww:(4,i) eE}， 根 据 局 部 域 8; 启发 式 定 义 每 一 变 元 的 取 
值 ， 并 对 公式 进行 化 简 。 如 此 重复 ， 寻 找 公 式 的 满足 指 配 。 
当 冲 突 数 c=1 时 ， 表 示 变 元 取 值 冲突 ， 公 式 是 不 可 满足 的 ; 
当 c=0 时 , 利用 8; 诱导 变 元 赋值 以 高 概率 满足 公式 。 对 于 树 


对 公式 进 


公式 来 说 ， 如 果 WP 算法 收敛 ， 可 以 通过 高 概率 的 固定 部 
分 变 元 的 取 值 ， 以 此 来 简化 公式 。 
在 WP 算法 在 关于 公式 F 收敛 之 后 ， 必 然 会 产生 部 分 变 


干 集 的 定义 ， 本 文 将 骨干 的 变 元 集 记 为 D(F) 。 本 文 有 如 下 定 


元 赋值 ， 这 些 变 元 的 赋值 都 可 以 使 得 公式 F 得 到 满足 ， 且 这 
部 分 变 元 定 是 包含 于 骨干 集 之 中 。 但 是 根据 WP- 可 解 公 式 的 


变 元 集 


子 集 ， 其 中 


E 的 合 取 范式 ( CNF ) 公式 为 下 ， 输 入 
FPF 是 收敛 的 ， 因 此 通过 WP 算法 会 得 到 一 个 
点 Ww ={u :aieE}., 


固定 点 ， 即 不 动 ) 
假设 WP 算法 在 7 步 之 内 收敛 , 其 中 n>1, 对 7 数学 归纳 ， 


定义 可 知 : 对 2<k<m，5; 是 ,的 骨干 集 ， 存 在 部 分 赋值 ， 
在 这 个 赋值 之 下 ，3-CNF 公式 F 是 可 以 化 简 为 一 个 易 解 公式 ， 
这 个 易 解 公式 在 多 项 式 时 间 内 必然 是 可 解 的， 满足 WP- 可 解 
公式 ,因此 可 以 得 出 : 若 WP 算 法 收敛 , 则 合 取 范 式 ( CNF ) 
公式 为 WP- 可 解 公式 。 


定理 3 若 合 取 范 式 〈CMF ) 公式 F 为 WP- 可 解 公式 ， 则 


WP 算法 高 概率 收敛 ， 
证 明 基于 图 2 中 全 情况 下 对 此 定理 进行 研究 分 析 。 对 于 


则 子 句 “的 可 满足 性 完 
的 取 值 . 若 < 是 一 个 单位 子 句 , 在 WP 算法 中 ， 


9 因为 CNF 公式 F 在 WP 算法 中 


的 变量 都 存在 


， 则 对 于 任意 满足 7 的 真 值 指派 函 
E 何 文字 Mec\{%) 一定 存在 vM)=0 


当 ceV (2) 


u 


=1 时 ， 则 对 于 任意 满足 FP 的 


真 值 指派 *， 对 于 任何 文字 M ec\{=*%} 


v=)=1。 即 : 若 必 =1， 出 现在 cj 


根据 以 上 定 


简称 backbone 算法 。 
backbone 算法 : 
Input :一 个 CNF 公式 下 的 因子 区 


定 存 在 vM)=0， 


里, 引出 一 个 求解 公式 的 骨干 变 元 集 的 算法 ， 


Pp 对 应 于 变 元 * 的 文字 是 
。 因 此 ， 变 元 集 {% :ww =L(De 可 是 DO) 的 一 


G=(V,E); 


Output :输出 公式 不 满足 的 状态 标识 UNSAT ,或 者 一 个 变 


元 集 8; 
初始 化 B=$ 


While 存在 不 
运行 WP 算法 
如 果 WP 不 收敛 ， 则 输出 B ; 


标识 5b;，; 


固定 变 元 do 


如 果 存 在 某 个 5=1， 则 输出 UNSAT ; 


如 果 所 有 的 &; 为 0， 则 输 


While 


H;#*0 do 


当 及 >0 时 ， 令 加 =1; 


B=BUfI ; 


否则 计算 所 


H; 和 冲突 


8 ; 否则 


植 入 分 布 模型 来 说 ， 当 P 足够 大 时 ， 高 概率 得 存在 一 个 赋值 
满足 公式 ， 所 以 ,根据 WP 一 可 解 公式 的 概念 ， 必 然 高 概 
率 得 有 骨干 集 变 元 包含 在 这 个 赋值 。 
在 植 入 分 布 mg 模型 下 ， 如 果 z 和 a 随机 均匀 选取 ， 那 
么 以 概率 1-e?w 有 # 有 =Q-e?%)n 。 其中: 7 是 一 个 子 句 变 元 
边 的 序列 ; Q 是 子 句 变 元 边 上 的 信息 向 量 ， 表示 核心 变量 
( 核 变量 ) 。 这 句 话 隐 含 : 当 p=clogn/m? 时 ， 高 概率 地 五 包 
含 了 所 有 变 元 ,由 图 2 中 全 可 知 , 核 变 元 包含 于 骨干 集 之 中 ， 
即 在 分 布 中 ， 核 变 元 所 具有 的 特征 ， 骨 和 干 变 元 也 是 具备 的 ， 
由 WP- 可 解 公 式 的 概念 , 显然 , 树 公 式 是 一 个 WP -可 解 公式 。 
车 F 为 WP- 可 解 公 式 ， 则 实例 F 中 的 变 元 满足 对 
2<kz<m，54 是 的 骨干 集 , 且 对 应 于 一 个 5, 上 的 文字 集合 


(CS 规定 的 部 分 赋值 x% ， 在 此 赋值 下 得 到 Fl = 到 ， 即 在 


骨干 集 的 部 分 赋值 之 下 ， 可 以 将 公式 F 化 简 为 一 个 易 解 公式 ， 
此 公式 可 以 在 多 项 式 时 间 内 求解 ， 以 此 可 以 使 得 原 问 题 得 到 
简化 。 在 植 入 指派 p29" 模型 中 ， 当 2 足够 大 时 ， 必 然 存 在 一 
组 赋值 w 使 得 公式 F 得 到 满足 。 再 此 之 前 ， 本 文 已 得 WP 算 
法 收敛 情况 下 ， 确 定 的 变 元 高 概率 的 是 骨干 变 元 集 ， 且 上 骨干 
变 元 集 高 概率 地 包含 于 在 这 组 赋值 w 中 。 

在 文献 [24] 中 分 析 了 植 入 指派 的 可 满足 性 公式 上 警示 传 
播 算法 的 收敛 性 ,给 出 了 算法 收敛 的 充分 条 件 , 有 定理 如 下 : 

F 是 一 个 由 模型 p99” 产生 的 随机 3CNF 公式 ， p>d/m， 
d 是 一 个 有 效 足 够 大 常数 。 存 在 一 个 可 满足 性 指派 2" ， 高 概 
率 有 如 下 结论 : 

a) WP 在 F 上 最 多 办 代 O(logn) 步 收敛 ; 

b) ww 是 WP 返回 的 部 分 指派 ，VW 是 被 赋值 的 变量 集合 ， 
W 是 未 被 赋值 的 变量 集合 。 那 么 对 于 xsw ，9(?)=9(?)， 且 


#W 过 (1 一 e-9)7 
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得 立 ， 等 : WP 可 解 公式 上 警示 传播 算法 收 化 的 有 效 条 件 


c) zh 是 一 个 简单 公式 ， 且 能 够 在 0(n) 实际 内 判定 。 


上 述 完 怪 
生 模型 G(0m,k,nn) 也 成 


此 时 子 句 的 个 数 为 GG ， 以 高 概率 满足 子 句 的 情况 下 ， 产 生 
实例 F 的 子 句 个 数 则 为 Gp ,其 中 ChpsG ,在 这 些 子 句 中 ， 


是 关于 植 入 指派 w8" 模型 的 ， 对 于 随机 实例 产 


忆 ， 当 k=n 时 ， 


立 。 在 植 入 指派 mg" 模型 


高 概率 的 存在 一 组 解 使 得 实例 F 是 可 满足 的 。 


因 WP- 可 解 公 式 5 最 终 可 以 


化 简 为 易 解 公 式 ， 且 其 中 变 


元 集 高 概率 得 为 骨干 集 DP(7) , 与 p99" 模型 下 高 概率 产生 的 解 
9' 的 关系 是 : DUODEm 。 由 以 2 模型 下 高 概率 结论 可 知 : WP 


在 Fr 上 最 多 迭代 O(logn) 步 收敛 ; 
够 在 20D 实际 内 判定 。 此 证 : 
法 高 概率 收敛 。 

至 此 ， 定 理 1 证 明 完 毕 。 


zh 是 一 个 简单 公式 ， 且 能 
为 WP- 可 解 公 式 ， 则 WP 算 


口 [= 

m 9S 名 

a 中 a 
Tr 
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图 5 n=20 的 收敛 性 图 


Fig.5 Convergence graph of n=20 


4 ”数值 实验 
因子 句 个 数 w 随 着 变量 数 4 的 增 大 而 呈 指 数 级 增长 


(2 


n=3,4,5,6,7,8,9, 10 得 出 所 
(p>0.8 ) 植 入 指派 得 到 子 句 的 个 数 ， 如 图 3 


大 


此 在 整个 实验 过 程 中 变量 数 的 大 小 取 
可 能 性 子 句 的 个 数 和 在 高 概率 下 


和 表 1 所 示 。 


在 变量 数 不 断 变化 的 情况 下 ,图 4~6 是 变量 数 分 别 为 10、20、 
30 时 ， 可 满足 性 子 句 的 收敛 性 情况 ; 图 7~9 是 变量 数 分 别 为 
10、20、30， 可 正确 判定 实例 图 的 概率 。 


两 种 情况 下 产生 子 句 个 数 图 


一 -~ 所 有 可 能 子 句 数 
二 ” 植 入 模型 产生 子 句 数 


500 A 
20 pa 
350 2 
30 i# 
150 2 
Ee 
3 4 5 6 7 8 9 10 
变 元 数 
图 3 两 种 情况 下 的 子 句 情况 图 
Fig.3 Case diagram of two cases 
表 1 子 句 个 数 
Table 1 Number of clauses 
变 元 个 数 n 子 句 所 有 可 能 个 数 ”指派 模型 下 子 句 数 
3 8 7 
4 16 15 
5 32 31 
6 64 63 
7 128 127 
8 256 255 
9 S12 511 
0 1024 1023 
了 
-一半 一 n=10 
0.99 
; 
马 0.98 
加 
0.97 
S 0.96 
§ 0.95 
3 0.94 
0.93 六 
0.92 
0 1 2 3 4 5 6 


contraint parameter (a) 


4 n=10 的 收敛 性 图 


对 


Fig.4 Convergence graph of n=10 


success convergence probobility 


图 6 n=30 的 收敛 性 
Fig.6 Convergence graph of n=30 


2 3 4 
contraint parameter (a) 


区 | 


沁 
a a 局 oo 


success decision probobility 
已 
EE 


0.2 


0.1 


图 7 
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n=10 正确 判定 的 实例 


图 


Fig.7 Example of n=10 correct decision 
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图 8 


contraint parameter (a) 
n=20 正确 判定 的 实例 
Fig.8 Example of n=20correct decision 
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success decision probobility 


contraint parameter (a) 


图 9 n=30， 正 确 判 定 的 实例 图 


Fig.9 Example of n=30 correct decision 

随 着 n 的 增加 ， 产 生子 句 的 个 数 也 增加 ， 产 生 可 满足 性 
实例 包含 的 子 句 也 在 增加 , 在 变 元 n 逐渐 增 大 , 算法 在 a<3.5 
收敛 于 1，a>3.5 算法 表现 为 不 收敛 , 呈 下 降 趋 势 。 可 正确 判 
定 实 例 的 概率 也 随 着 n 的 增 大 呈 离 散 的 分 布 ， 即 当 夫 代 次 数 
较 小 的 时 候 ， 可 判定 实例 的 概率 趋 于 1， 随 着 迭代 次 数 的 增 
加 ， 可 判定 实例 的 概率 趋 于 减 小 。 

从 实验 的 数据 中 , 在 WP 算法 和 友 代 1 000 次 之 后 ,可 满足 
公式 F 中 包含 的 子 句 必然 包含 于 在 高 概率 p>0.8 的 情况 下 ， 
产生 可 满足 性 公式 F 的 子 句 中 ， 不 失 一 般 性 ， 证 明了 WP 人 
法 收敛 情况 下 ， 确 定 的 变 元 高 概率 的 是 骨干 变 元 集 ， 且 骨 和 干 
变 元 集 高 概率 地 包含 于 在 这 组 赋值 w 中 , 为 定理 1 的 证 明 提 
供 了 一 定 的 条 件 。 


5 ”结束 语 


本 文 从 骨干 集 与 后 门 集 变量 之 间 的 关系 引出 了 WP- 可 解 
的 概念 ， 当 随机 产生 的 3CNF 公式 F 为 WP- 可 解 公 式 时 , 当 且 
仅 当 WP 算法 高 概率 收敛 。 进 一 步 研究 ; a) 研 究 WP -可 解 公式 
的 结构 性 质 、 难 解 公式 与 WP- 不可解 性 ;，b) 研 究 信 息 传播 血 
法 的 依 概 率 收 敛 性 ; oc) 研究 WP- 可 解 的 规则 (3,4) -CNF 公式 
的 结构 性 质 、 以 该 公式 为 输入 的 信息 传播 算法 的 收敛 性 和 依 
概率 收敛 性 。 
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